Résolution numérique d'une équation différentielle
Méthode de RUNGE-KUTTA RK4

Considérons une équation différentielle du premier ordre :

dy
=L —f(x,
dx (x,y)

La méthode RK4 utilise plusieurs points intermédiaires pour calculer la valeur de yi.; a
partir de la valeur de y; :

On considére un point intermédiaire A d'abscisse x+h/2 dont la valeur de l'ordonnée est

donnée par :
d h . d
Ya =Yt [d_ijl X 5 soit Y\ —Y; = [d_ijl X

puis un point B d'ordonnée :

dy) P i dy) h_k
Yie =i +(d—ijm x5 soit yg -y, = [_yjiA x5 :?2

On calcule alors I'ordonnée d'un point C d'abscisse x;+h a 'aide de la relation :

d ) d
Yic =Y, +(d_)):ji8 xh soit y,. -y, = (d_)):jiB xh=Kk,

Soit (d_yj la valeur de d_y au point C.
dx /.. dx

dy
0 : L1 xh=k
n pose [dxjic X 4

L'ordonnée définitive y;.4 du point d'abscisse x;+h est donnée par la relation :
ym:yi-i-1 (d—yj +2x[ﬂj +2x(d—yj +(d—yj xh
6|\ dx )/ dx Jia dx )iz  \dXJic

ou

Yiie =Yi +%[k1+2Xk2+2Xk3 +k4]
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Xj Xj+1=Xj + h

tgoc:1 (ﬂj +2X(d_yj +2x(d—yj +(d_yj
6|\ dx )/ dx )i dx Jig dx Jic

Présentation géométrique de la méthode RK4

La méthode de RUNGE KUTTA d'ordre 4 définit deux suites, h étant le pas de discrétisation
enx:

e une premiére qui permet de définir les valeurs de x
terme initial : XQ
relation de récurrence : Xj+1 = Xj+h

e une deuxiéme qui permet d'évaluer les valeurs de y

terme initial : Yo
relation de récurrence : Yi+1 = Yit1/6(k1+2ko+2k3+kg)
avec
k1 = hxf(x,yi)
ko = hxf(xj+h/2,y;+k1/2)
k3 = hxf(xj+h/2,yj+ko/2)
kg = hxf(xj+h,y;+k3)

M. SCHWING - IUFM de Lorraine
RK4_02 Page 2



Exemple : dy =-2X.y
dx
P %
| (d_yj =—2xXjXYyj= 1
dx i
Yi
x, + 3
i 2 d_y =2 (X"Fd—xj +k1 _k_2
A dy) dx K, (dlea ATt dx
it —=Yit—+
dx ). 2 2
X +d_x
B | 2 (d—yj =—2X(Xi+d—xjx yi+_2 :k_3
(dyj dx K, dx Jig 2 2 ) dx
it o X5 =Yt
dx ), 2 2
c X; +dx
dy d_yj =-2x(x; +dx i +kK =k—4
y'+(d_xlBXdX:yi+k3 (dx o X( i )X(yl 3) dx
1((dy dy dyJ (dy}
_ o=y +—|| =L 2x| == 2x| —= — d
P|+1 y|+1 y|+6|:(dX]i+ X(dXJiA—i_ X(dx iB+ dX iC x ax
Yia =Y, +%[k1 +2xk, +2xKk, +k4]
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Exemple mathématique : considérons I'équation différentielle :

La solution analytique est : y = exp(—x?)

Méthode RK4 :

d_y = —2X.y avec Yx=0=1
X

[ Xi yi

0 0 1

1 0,1 0,9900
2 0,2 0,9608
3 0,3 0,9139
4 0,4 0,8521
5 0,5 0,7788

i X Vi K1=-2 x Xj X Yi XAX ko =-2 x (Xi+tAX/2)x( yi + K4/2)xAX
0| O 1 -2x0x1x0,1=0 -2 x 0,05 x 1 x0,1=-0,01
110,11 0.990 -2 x 0,1 x 0,99 x0,1=0,0198 -2 x 0,15 x 0,98 x0,1=-0,0294
2102
3102
40,4
5105
] Xi Yi ks =-2 x (XitAX/2)x( i + Kof2)xAX kg =-2 x (xitAX)x( y; + ka)xAX
0| O 1 -2 x 0,05 x 0,995x0,1=-9,9510 -2 x 0,1 x 0,995 x0,1=-0,0199
110,11 0,990 -2 x 0,15 x 0,975x0,1=-2,926102 -2 x 0,2 x 0,961 x0,1=-0,0384
20,2 | 0,961
3]10,2
40,4
5105
Avec EXCEL :
A B C
X k1 k2

6 0 =2"x"y*dx | =-2*(x+dx/2)*(y+k1/2)*dx

7 =AB+dx | =-2°x"y*dx | =-2*(x+dx/2)*(y+k1/2)*dx

8 =A7+dx | =-2"x*y*dx =-2*(x+dx/2)*(y+k1/2)*dx

D E F

k3 k4 y
6 | =-2"(x+dx/2)*(y+k2/2)"dx | =-2*(x+dx)*(y+k3)*dx 1
7 | =27 (x+dx/2)*(y+k2/2)*dx | =-2*(x+dx)*(y+k3)*dx | =F6+1/6*(B6+2*C6+2"D6+EG)
8 | =-2"(x+dx/2)*(y+k2/2)*dx | =-2*(x+dx)*(y+k3)*dx | =F7+1/6*([B7+2*C7+2*D7+E7)

RK4_02
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Exercice RK4 1 : décharge d’un condensateur dans une résistance.

A
C —— |u R
u=Ri=- d—qz—RCd—u
dt dt
du 1
- =——Uu
dt RC

Exercice : Utiliser la méthode RK4 pour résoudre cette équation différentielle :

kq = hxf(x;.yj)
ko = hxf(x;+h/2,yj+k4/2)
k3 = hxf(xj+h/2,yj+ko/2)
kg = hxf(xj+h,y;+k3)

Ut+dt = Ug +%[k1 +2k2 +2k3 +k4]

6,0

u(Exact)
+ u(Euler)
X Uu(RK4)
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Détail de la feuille de calcul

A B C D
6 t k1 k2 k3
7 |0 =-dtURC*F7 |=-dURC*(F7+k1_/2) |=-dt/RC*(F7+k2_/2)
8 |=A7+dt |=-dURC*F8 |=-dURC*(F8+k1 /2) |=-dt/RC*(F8+k2_/2)
9 [=A8+dt |=-dURC*F9 |=-dt/RC*(F9+k1_/2) |=-dtRC*(F9+k2_/2)
10 |=A9+dt  |=-d/RC*F10 |=-dt/RC*(F10+k1_/2)|=-d/RC*(F10+k2_/2)
11 |[=A10+dt |=-dVRC*F11 |=-d/RC*(F11+k1_/2)|=-dURC*(F11+k2_/2)
12 |=A11+dt |=-dURC*F12 |=-dVRC*(F12+k1_/2)|=-dU/RC*(F12+k2_/2)
13 |=A12+dt |=-dURC*F13 |=-dt/RC*(F13+k1_/2)|=-dU/RC*(F13+k2_/2)
14 |=A13+dt |=-dURC*F14 |=-dURC*(F14+k1_/2)|=-dURC*(F14+k2_/2)
15 |=A14+dt |=-dtURC*F15 |=-dURC*(F15+k1_/2)|=-dU/RC*(F15+k2_/2)
16 |[=A15+dt |=-dt/RC*F16 |=-dt/RC*(F16+k1_/2)|=-dU/RC*(F16+k2_/2)
17 |=A16+dt |=-dURC*F17 |=-dURC*(F17+k1_/2)|=-dURC*(F17+k2_/2)
18 |=A17+dt |=-dURC*F18 |=-dVRC*(F18+k1_/2)|=-dU/RC*(F18+k2_/2)
E F

6 k4 u(RK4)

7 |=-dURC*(F7+k3_) |5

8 |=-dURC*(F8+k3_) |=F7+1/6*(B7+2*C7+2*D7+E7)

9 |=-d/RC*(F9+k3_)

=F8+1/6*(B8+2*C8+2*D8+ES8)

10 |=-d/RC*(F10+k3_)

=F9+1/6*(B9+2*C9+2*D9+E9)

11 |=-dt/RC*(F11+k3_)

=F10+1/6*(B10+2*C10+2*D10+E10)

12 |=-dURC*(F12+k3_)

=F11+1/6*(B11+2*C11+2*D11+E11)

13 |=-dt/RC*(F13+k3_)

=F12+1/6*(B12+2*C12+2*D12+E12)

14 |=-dt/RC*(F14+k3_)

=F13+1/6*(B13+2*C13+2*D13+E13)

15 |=-dURC*(F15+k3_)

=F14+1/6*(B14+2*C14+2*D14+E14)

16 |=-d/RC*(F16+k3_)

=F15+1/6*(B15+2*C15+2*D15+E15)

17 |=-dtRC*(F17+k3_)

=F16+1/6*(B16+2*C16+2*D16+E16)

18 |=-dURC*(F18+k3 )

=F17+1/6*(B17+2*C17+2*D17+E17)

dt 0,1 S
RC 0,5 S
Uo 5 V
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Exercice RK4 2 : Cinétique chimique

Considérons la réaction A+B - P

A B P
Conc. initiales c c 0
C(t) c-y c-y y

Supposons la réaction d'ordre global 2 (1 par rapport a A et 1 par rapporta B) :

dy 2
—_ k X C —
5 ~kxe-y)
La solution analytique est :
y= cx(1_;)
kxtxc+1

On pourra donc confronter les valeurs obtenues par la méthode analytique et celles obtenus

par les méthodes numériques.

k1 =dt><k(c—yt)2

K 2
Ko =dtxkx(c-yt-71j

k 2
k3 =dt><k><(0-yt-72j

kg =dtxkx(c-yq-kz)?

1
Viedt = Yt +g[k1 +2kp +2ks3 +ky]

0,01
0,009 4 A
i _'_'+ H_
0,008 *++++++++++
0,007 | ++
0,006 - fﬂ
0,005 -
' *
0004 |
0,003 { /
0002 |F
0,001
O “‘ T T T
0 100 200 300 400
—yBact + yRK4
h k Co
10 3 0,01
s L.mol's™ | mol.L”
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Exercice RK4 3 : Circuit RC alimenté par une tension e(t).

R
— 0
9, T
e C —
du 1
& ro®™Y

1
k1 =dtx%[et -Ut]

k2 =dt><i><
RC

K4
€t+dt2 —Ut — -

2

1
k3 =dtx %X (etq.dt/z — Uy

k2
2

1
kg =dtxﬁx(et+dt'ut'k3)

Ut+dt = Ut +%[k1 +2k2 +2k3 +k4]

On retrouvera facilement ces expressions des k; en considérant que les valeurs de k; et k3 se

rapportent a la date t; +dt/2.

e = 24 x sin(2nft)

R(ohm)[ 1,0x10° f (Hz) 50 RC 1,0x10?
C(F) | 1,0x10°® di(s) 5,0x10™
30
ol% K K K X
. é%\ MiNiNE
SN o
MELAL AL A A
IRTIRTIRTIRT
¥ ¥ ¥ ¥ ¥
-300,00 002 004 006 008 010

On observe le régime transitoire initial.

M. SCHWING - IUFM de Lorraine
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Détail de la feuille de calcul :

A B C D E
t e(t) u(t) Au k1
6 [0 =(24*SIN(2*PI()*f*t)) |O (k1+2*k2+2*k3+k4)/6 =dt*1/RC*(B6-C6)
7 |=A6+dt [=(24*SIN(2*PI()*f*t)) [=C6+D6 (k1+2*k2+2*k3+k4)/6 =dt*1/RC*(B7-C7)
8 |=A7+dt [=(24*SIN(2*PI()*f*t)) [=C7+D7 (k1+2*k2+2*k3+k4)/6 =dt*1/RC*(B8-C8)
F G H |
k2 k3 k4 e(t+dt/2)
6 |=dt/RC*(16-C6-k1/2) =dt/RC*(16-C6-k2/2) =dt/RC*(B7-C6-k3) [=(24*SIN(2*PI()*f*(t+dt/2)))
7 |=dt/RC*(17-C7-k1/2) =dt/RC*(17-C7-k2/2) =dt/RC*(B8-C7-k3) [=(24*SIN(2*PI()*f*(t+dt/2)))
8 |=dt/RC*(18-C8-k1/2) =dt/RC*(18-C8-k2/2) =dt/RC*(B9-C8-k3) [=(24*SIN(2*PI()*f*(t+dt/2)))
M. SCHWING - IUFM de Lorraine
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Exercice RK4 4 : Pendule pesant

9"+mgsine =0
On pose : a9 =Q
dt
L'équation ci-dessus devient :
2
d_ze = d_Q = _mgsine
dt dt
Méthode RK4 :
fi
0
Q;
P do
_j o =it
dt ), h
Q) —cog x sinb; = k1
dt J; h
ti +E
2
0; +[@j ><D =0; h
t), 2 2
Q; +(d—Q] ><E =Q; +k—1
t) 2 2
A
[@j — QI + k_1 — J_2
dt )i h
(d—Qj = -0 X sin(e, + J—1j = k2
t Jia 2 h
ti + D
2
h
0; + a9 x—=0; + 12
dt Ji; 2 2
k
Q; + aQ X h =Q; + -2
B dt ji; 2 2

RK4_02
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(@j :Qi+k_2:J_3
ib

dt 2 h

(d—Qj :—(ogxsin 6i+£ :k—3

dt )i, 2 h
ti+h

(d—Qj = —co%sin(@i + j3)= k—4
ic h

Soit :
j1 = Qt X dt

k1 = - 02 xsinoy Jx dt

) K1
= Q; +— |xdt
12 { t 2}(

Ko =| — 2 sin6+j—1 dt
2 [(DOX |:t ZiDX

j3 ={Qt+k72}<dt

ka =| —®2 xsin| 0 +j—2 dt
3 ((DOX |:t Z:DX

ia =[Qf +ka]xdt

kg = (— g xsin[0; + j3])x dt

Q(t +dt) = Q; +%[k1 +2(ky +k3)+ky]

T
6(t+dt)=9t+g[J1+2(Jz+Js)+J4]

M. SCHWING - IUFM de Lorraine
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A B C
9 t teta omega
10 (O =teta0 =omegal
11 [=A10+dt |=B10+1/6*(E10+2*G10+2*[10+K10) |=C10+1/6*(D10+2*F10+2*H10+J10)
12 [=A11+dt |=B11+1/6*(E11+2*G11+2*[11+K11) |=C11+1/6*(D11+2*F11+2*H11+J11)
13 [=A12+dt |=B12+1/6*(E12+2*G12+2*[12+K12) |=C12+1/6*(D12+2*F12+2*H12+J12)
14 [=A13+dt |=B13+1/6*(E13+2*G13+2*[13+K13) |=C13+1/6*(D13+2*F13+2*H13+J13)
15 [=A14+dt |=B14+1/6*(E14+2*G14+2*[14+K14) |=C14+1/6*(D14+2*F14+2*H14+J14)
D E
9 k1 j1
10 |=-dt*w02_*SIN(teta) =dt*omega
11 [=-dt*w02_*SIN(teta) =dt*omega
12 |=-dt*'w02_*SIN(teta) =dt*omega
13 [=-dt*w02_*SIN(teta) =dt*omega
14 |=-dt*'w02_*SIN(teta) =dt*omega
15 [=-dt*w02_*SIN(teta) =dt*omega
F G

9 k2 j2
10 [=-dt*w02_*SIN(teta+j1_/2) =dt*(omega+k1_/2)
11 [=-dt*w02_* SIN(teta+j1_/2) =dt*(omega+k1_/2)
12 |=-dt*'w02_* SIN(teta+j1_/2) =dt*(omega+k1_/2)
13 [=-dt*w02_* SIN(teta+j1_/2) =dt*(omega+k1_/2)
14 (=-dt*w02_* SIN(teta+j1_/2) =dt*(omega+k1_/2)
15 [=-dt*w02_* SIN(teta+j1_/2) =dt*(omega+k1_/2)

H I
9 k3 i3
10 (=-dt*w02_*SIN(teta+j2_/2) =dt*(omega+k2_/2)
11 [=-dt*w02_* SIN(teta+j2_/2) =dt*(omega+k2_/2)
12 |=-dt*w02_* SIN(teta+j2_/2) =dt*(omega+k2_/2)
13 [=-dt*w02_* SIN(teta+j2_/2) =dt*(omega+k2_/2)
14 |=-dt*w02_* SIN(teta+j2_/2) =dt*(omega+k2_/2)
15 [=-dt*w02_* SIN(teta+j2_/2) =dt*(omega+k2_/2)

J K
9 k4 ja4
10 ([=-dt*w02_*SIN(teta+j3 ) =dt*(omega+k3_)
11 [=-dt*w02_* SIN(teta+j3 ) =dt*(omega+k3_)
12 |=-dt*w02_* SIN(teta+j3_) =dt*(omega+k3_)
13 [=-dt*'w02_* SIN(teta+j3 ) =dt*(omega+k3_)
14 |[=-dt*w02_* SIN(teta+j3_) =dt*(omega+k3_)
15 [=-dt*w02_* SIN(teta+j3 ) =dt*(omega+k3_)

M. SCHWING - IUFM de Lorraine
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0o = 0,80 rad

Q (t=0)=0, 15 rad/s
dt=0,08s
00>=16 rad/s®

0.8 1
0,6 -
04
0.2 1

0,2 -
0,4 -
0,6
0,8 -

N

4 6

—tetaRK4 + tetaEuler

Comparer les résultats obtenus par la méthode RK4 et la méthode d’EULER.

RK4_02
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Exercice RK4 5 : Pendule simple

On se reportera a I’exercice RK4_4 pour la mise en équation (sin6 ~ 0) :

6"+03(2J x0=0

1,00

0,80 -
0,60 -
. 5 0,40 -
0"= - 0"0 0,20 |
6o = 0,80 rad hyed
Q (=0)= 0,15 rad/s _0’40 |

dt=0,16s ’

2 2 -0,60 -
wo =16 rad/s 080 -

-1,00

+ tetaRK4 —— tetaExact

Comparer les résultats obtenus par la méthode RK4 et la solution analytique :

teta =tetag/ COS(ATAN(-omegaog/wo/tetap))*COS(wo*t+ATAN(-omegao/wo/tetap))

M. SCHWING - IUFM de Lorraine
RK4_02 Page 14



Exercice RK4 6 :Oscillateur amorti

y"+20cy'+oo§y =0

On pose : dy =V
dt
L'équation ci-dessus devient :
2
d—zy:ﬂ=-2av—m(2)y
dt dt
Méthode RK4 :
fi
Yi
Vi
d_Y] _y.h
d )i ' h
dv 2 k
Eji =—20.x Vi = 0q X Y _ﬁ
ti +D
2
Yi +(d_] XE: Yi w2
dt); 2 2
dv h K4
Vit| — | XZz=Vj+—
dt); 2 2
A
[d_yj vy iz
dt ), 2 h
[d_vj :—2ax(vi +—1j—mg x(yi il k2
tia 2 h

M. SCHWING - IUFM de Lorraine
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ti+g
d h
Yi+[_yj X_ZY|+J_2
dt )i; 2 2
(dV h k2
Vit| —— X—=Vj+—
B dt Ji; 2 2
&) _, Kz s
dt )iy 2 h
av = —20.x vi+k—2 —mgx yi+J—2 :k—3
dt Jip 2 h
ti+h
i+ ) chvive
Vi + d—v) XhZVi+k3
d J
(d—ilj :V'+k3:F4
ic
dv 2 . K
(5] =-2axtviko)-oByi+io) ="
ic

Soit :
j1 = Vt x dt

K1 :(—2(x><vt —cogxyt)xdt

. ¢
=|vy +— |xdt
12 {t+2}<

k2 =£—20€X{Vt +k?1}—0)g X|:yt +%}]th

. Ko
=|Vvy +—=% |xdt
13 [HZ}

ks :[—20L><|:Vt +k72}—mgx{yt +J?2

jg =[vi +k3]xdt

)

M. SCHWING - IUFM de Lorraine
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Ky :(—20L><[vt +k3]- 03 x|y +j3])><dt

v(t+dt) = v +%[k1 +2(ky +k3)+ky]

T .
Y(t+dt)ZYt+g[J1+2(J2"'13)"'14]

M. SCHWING - IUFM de Lorraine
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alpha | 1,00 s vO 0,00 m.s

w02 | 50,0 s y0 0,05 m

dt 0,10 s

A B C

X j1 k1
7 |0 =dt*J7 =-dt*(2*alpha*v+w02_*y)
8 [|=A7+dt =dt*J8 =-dt*(2*alpha*v+w02_*y)
9 |=A8+dt =dt*J9 =-dt*(2*alpha*v+w02_*y)

D E F

j2 k2 i3
7 | =dt*(vtk1_/2) | =-dt*(2*alpha*(v+k1_/2)+w02_*(y+j1_/2)) =dt*(v+k2_/2)
8 | =dt*(v+k1 /2) | =-dt*(2*alpha*(v+k1_/2)+w02_*(y+j1_/2)) =dt*(v+k2_/2)
9 | =dt*(v+k1_/2) | =-dt*(2*alpha*(v+k1_/2)+w02_*(y+j1_/2)) =dt*(v+k2_/2)

G

H

k3

j4

k4

7 |=-dt*(2*alpha*(v+k2_/2)+w02_*(y+j2_/2)) |=dt*(v+k3_)

= dt*(2*alpha*(v+k3_)+w02_*(y+j3_))

=2}

=-dt*(2*alpha*(v+k2_/2)+w02_*(y+j2_/2)) [=dt*(v+k3_)

=-dt*(2*alpha*(v+k3_)+w02_*(y+j3_))

9 [=-dt*(2*alpha*(v+k2_/2)+w02_*(y+j2_/2)) |=dt*(v+k3_)

—_dt*(2*alpha*(v+k3_)+w02_*(y+j3_))

J L M

% k j
7 |=v0 =y0 =1/6*(k1_+2*k2_+2*k3_+k4_) |=1/6*(j1_+2%j2_+2*3_+j4_)
8 |=J7+L7 |=K7+M7 |=1/6%(k1_+2*k2_+2*k3_+k4_) [=1/6*(j1_+2%j2_+2*j3_+j4_)
9 |=J8+L8 |=K8+M8 |=1/6*(k1_+2*k2_+2*k3_+k4 ) [|=1/6*(j1_+2%2_+2*j3_+j4_)

RK4_02
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Différents régimes :

6,00
Régime pseudo- 500 4
périodique 4,00 1+
300 |,
o - coo2 <0 2,00 at
+
104+ . 4
y(0)=5cm 000 {4+ "_'r fﬁth' ittty HHH
v(0)=0 PP
o=1 t o4 "
2250 WAL
0) —
0 -3,00 o
-4,00
0,0 1,0 20 30 40 5,0
Régime critique 6,00
5,00
a? - (002 =0 +
%
4,00 +
y(0)=5cm "_'L_l_
v(0)=0 3,00 4:q_
o=1 k]
+
(,0()2=1 2,00
s 1,00
Le retour a l'équilibre ‘%%
s'effectue plus rapidement 000
queadpaér;?olci(;sglme 0,00 200 4,00 6,00 800 1000
6,00
Régime apériodique
g P q 500
+
2 2 +
- > +
a”-w” >0 400 |
.
3,00 y,
y(0) =5 cm %"%ol
v(0)=0 2,00
o=1 100
2
o =0,4 ’ m
0,00 T —
0,00 5,00 10,00 15,00 20,00
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Exercice RK4 7 : Mouvement d'un projectile avec frottements

AY

y X

ma=mg+ Ry
3 R V3
. L'expression

V
Rf = —Bx Vf i+ permet de tenir compte de la valeur algébrique.

|Vy| |V |
Zfz —[3><V2
d2y V3
=-g-Px——
dt2 v y|

Methode RK4

Pour la projection de I'équation différentielle sur I'axe des x :

dx
Vx = dt
dv
dtx = BxV?

A partir des conditions initiales : t=0 ; y(0)=0; x(0) =0; v4(0), v,(0), on calcule de proche en
proches les valeurs suivantes :

M. SCHWING - IUFM de Lorraine
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f;
X
(Vx)i
P
d_Xj (v ) =Xt
dt )i " h
dv 2 k
dtle__BX(VX)' h
ti+E
2 .
xi+(d—xj ><D:xi+JL1
dt) "2 2
dv, h Ky
e+ e ] <= (o)
A
dx k
(5] =t stp -t
ia
2
dvx | __ Kxt | _kx2
(), et 5
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dt 2
dv, K,
o)+ 2] *5-t) 2
dx Kk J
B 2 = Ax2 _ Ix3
(dtjlb (v + 5=
2
dvy | __ Kx2 )" _Kx3
( dt ]Ib_ BX((VX)'+ 2 j ~h
t;+h
dx .
x,+[aj xh =X+ jy3
ib
dv,
e+ ] xh=) kg
ib
dx j
C (Ejic _(Vx)| +Kkx3 =X
dv k
(G ol v =5
1
(Vx)i+1 = (Vx)i +€[kx1 Jr2(kx2 +kx3)+kx4]i
Pii

1. . . .
Xj+1 = Xj +6DX1 +2(Jx2 +Jx3)+Jx4]i

RK4_02
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Pour la projection de I'équation différentielle sur I'axe des y :

dy
Y dt
3
dv_y—_g_B V_y
dt

A partir des conditions initiales : t=0 ; y(0)=0; x(0) =0; v,(0), v,(0), on calcule de proche en
proches les valeurs suivantes :

2 h
ky1)>
(dv_y] _g_Bx((vy)iJr ] ky2
dt " (v )+k£ h
Y/ 2
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RK4_02

>~—
(9]
Il

dv—ylc ‘”\(E:y)‘ ol ks

(VY)i +ky3 =JyT4

y)i +ky3‘ h

Pisy

(Vy).+1 =Vy; * %[kw + 2(ky2 * ky3)+ ky4]i

Viot =yi+ sl 22 + iy e
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dt | 0,01 S
g 10,0 | m.s
B [030] m’
vx0 | 4,00 | m.s
vy0 | 3,00 [ m.s

0,45

0,40

0,35 X{

0,30

0,25 ;

0,20 /

0,15 7/

0,10

0,05

0,00
1 1

y=f(x)

RK4_02
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