Régression polynomiale

Mise en ceuvre de la regression parabolique :

Soit y =a,x* +a,x +4a, I'équation de la parabole optimale pour N points.
Ce polynéme est obtenu par la méthode des moindres carrés .

y
A

ymod(xi)
yexpé(xi)

X

Cette parabole est telle que la somme S des carrés des différences [yi(expé)-yi(modéle)] soit

minimale.

On en tire :

S =Z [Yi(expé) - (éZXiz +a1X+8g )]2

jész =—22(xi2yi)+2é22xi4 +2é1in3 +2é02xi2 =0 (1)
i i [ i

dS o n n
ey =—22(Xiyi)+2a22xi3+2a12xi2+2a02xi =0 (2)
i i i i

:AS :—ZZyi+2é22xi2+2é1in +28gN=0  (3)
ap i i i
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ézzxi‘l +é12xi3 +é02xi2 = Z(xizyi) (1)

8> X2 +81> xF +89 > . xi= > (xyi)  (2)

ézZXi2+é1ZXi +é0N:Zyi (3')
i i i

soit sous forme matricielle :

DD I ¥ >y

azl |i i i i

é1 X ZX? lez ZXI = é X|M| = leyl
i i

Bl S Yx N | [do Sy,
i i

ap

—_

dont on tire :

Shn) T 2w S Yhew) TR

Z(XiYi) ZX? in ZX? Z(XiYi) in

Dy in N > xf ZYi N

_ ZII:X'4 xP D xS Y

R WD Y8 TR Tk

inz in N lez in N
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Variances de a,, a; et a

Les variances sont les termes diagonaux de la matrice V :

var(a,)

V =|cov(a,,a,)

cov(@,,a,)

cov(a,,a,)

var(a,)

cov(&,,a,)

Cette matrice V est telle que : [V|= s§|M|_1 avec :

Det|M| = Z xi4
i

(3] | et - pe] B34
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Exercice RegPoly1 :

Effectuer une régression parabolique sur les données relatives a lindice de
réfraction n de mélanges eau-glucose : n=ag+aix+axx* (x désigne le titre (fraction)
massique exprimé en % de glucose) pour déterminer les valeurs de a,, a, et a, .

On utilisera la fonction SOMMEPROD() d’EXCEL pour calculer les expressions du

PRANEED NI
| |
La matrice M= ZX? ZX.Z in
| |
XX Xxo N
i

sera inversée en utilisation la fonction INVERSEMAT d’EXCEL.

Déterminer les valeurs Sa,Oa, et Sa, des écarts-types de ap, as et as.

SagCa, et Ca, sont les éléments diagonaux de 05 ><|M|_1 :

0

e En déduire ao = aomc t Aaomc
a1 = aivc £ Aaivc
az = azvc £ Aaxmc

avec un intervalle de confiance de 95%.

~

a_-a
e La quantité —2 2 suit une loi de Student a N-3 degrés de liberté. On pourra
Ca

2
tester ’hypothése a, = 0 pour savoir si a; a une contribution significative dans la
régression. Dans I'exemple envisagé ici :

a,=6,19x10®

Ga, = 5,85x10°

a,-a, -619x107°
Ca,  585x107

valeur supérieure a 106 en valeur absolue pour une variable de Student a 50-3=47
degrés de liberté est trés faible , ce qui améne a rejeter ’hypothése de nullité de a,.

Sous 'hypothése a; =0, = -106. La probabilité d’observer une
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A | B | C | D | E F G H
1 |Indice de réfraction d'une sol aq de glucose n=a2*x2+a1*x+ao
2 | |
3 8,47TE+07  1,75E+06 3,95E+04
4 M=] 1,75E+06 3,95E+04 1,08E+03 a, a, ag
5 3,95E+04  1,08E+03 50 6,19E-06 | 1,394E-03 1,33
6 | | a(y) o(ay) o(as) o(ao)
7 2,88E-07 -1,60E-05 1,19E-04 1,09E-04 | 5,85E-08 | 3,37E-06 | 3,41E-05
8 M"'=| -1,60E-05 9,54E-04 -7,95E-03
9 1,19E-04  -7,95E-03 9,80E-02 1,06E+02 N
10 )
11 Quotient ay/o(ay,) [
12 Sx Sy Sx4 Sx3 Sx2 Icilavaleurdece [
13| 1080,00 | 68,40 | B,47E+07 | 1,/5E+06 | 3,95E+04 quotient justifie une 1
12 D Sxy Sx2y N regression parapqhque ]
15 [ 281E+12 | 1,51E+03 | 5,56E+04 50 plutot que lindaire
16 X y ycalculé
17| 0,5000 1,3337 1,3338
18| 1,0000 1,3344 ) 1,3345
19 1,5000 1,3351 y= 6,19E-06x" + 1,39E-03x + 1,33E+00 1,3352
20| 2,0000 1,3358 1.46 1,3359
21| 2,5000 1,3366 1,3366
22| 3,0000 1,3373 1447 i 1,3373
23| 3,5000 1,3380 1,42 - 1,3381
24| 4,0000 1,3387 140 1,3388
25| 4,5000 1,3395 ’ 1,3395
26| 5,0000 1,3402 1,38 1,3402
27| 5,5000 1,3409 1,36 1 1,3410
28| 6,0000 1,3417 1,3417
29| 6,5000 1,3424 1,34 1 1,3424
30| 7,0000 1,3432 1,32 : : : 1,3432
31 7,5000 1,3439 0 10 20 30 40 50 60 1,3439
32| 18,0000 1,3447 1,3446
33| 18,5000 1,3454 1,3454
34| 19,0000 1,3462 1,3461
35| 19,5000 1,3469 1,3469
36| 10,0000 1,3477 1,3477
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Régression polynomiale : Mise en ceuvre de la régression cubique

Soit y= azx’*+ax*+ax+a, I'équation utilisée pour estimer les valeurs de y; pour N points.
Les a; sont déterminés par la méthode des moindres carrés .

y
A

ymod(xi)
Yexpé(xi) +

X

i
i
|
X

La somme S des carrés des différences [yi(expé)-yi(modéle)] doit &étre minimale.

S=). [yi(expé) - (aSXi2 +agxf +aix; +ag )]2
i=1

Les valeur des a; sont telles que ;i_S =0
a

On en déduit :

a3Zx +a22x +a1ZX| +a02x Z(x yl) (1)

w0 a Tty a2 - The) @)

a3Zx| +a22x +a1Z:xI +aOZX| Z IyI (3")

a3in3+a22xi2+a1in +agN=>Yy; (4
i i i i

soit sous forme matricielle :
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as

az

a1

ap

On en déduit :

XY
ZXiZYi
ZXiYi

az =

as

ar

a4

ap

>y
;x?yi
Zi:xiyi
>y

3 2
Z X; Z X Z X N
i i i
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Zi:xl lex,z
lexl Zx?

23 B
e Zx? ;xf ;xﬁ 0

Zi:xi“ > x}

2
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i i i
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