EPREUVE Al

composition de physique

Duree 5 heures

Avertissement aux candidats

Ce probleme propose une tude simplifiée de certains phénomenes physiques dont la modélisation est
indispensable au lancement et & 'utlisation de tout satellite terrestre artificiel et de tout vaisseau spatial (fusée,
navetie,...).

L épreuve comporte trois parties : dans la premiére (A), on étudie le champ gravitationnel dc 1a Terre ou
d’une autre planete ; dans la deuxigme (B), on passe en revuc différents milieux de I'atmosphére terrestre
traversés par un satellite ou par les ondes électromagnétiques qui permettent de commuiiquer avec celui-cl. La
roisieme partic (C) est une étude simplifiée et partielle du mouvement d’un satellite par rapport a la Terre.

Notations et valeurs de quelques constantes utilisées dans le probieme. On notera :
G laconstante de gravitation universelle (G = 6,67 X 107" N- m*- kg 7%);
g, I permittivité du vide (g, = 8,85 X 107" F-m ') et pu, sa perméabilité (o =4 ™ X 10 TH-m™');
¢ fuvilesse de la lumigre (c=3.00 X 10° m-s " '):
~¢ lacharge de I'électron (e = 1.60 X 10~ C) et m, samasse (m, =9.11 X 107> kg};
N e nombre d"Avogadro (N = 6,02 X 107
R laconstante des gaz parfaits (R = 831 I- mol 7).

{ dx

W: - Arc cos x + Cte,

Rappel :

— X

Si, au cours de Uépreuve, wn candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il le signale dans
sa copic et poursuit sa composition en précisant les initiatives qu’il prend pour la rédaction de sa solution.
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PARTIE A

Champ de gravitation newtonien.

A.1.1. Rappeler expression vectorielle de la force gravitationnelle ), qu’exerce une masse ponctuclie
m, située en A; sur une massc ponctuelle m; dont la position A, est repérée par rapport & celle
de A, par le vecteur p = AjA; . Quelle est la force F., que m, exerce sur m; 7

AlZ Proposer. en la commentant, ane ¢x ression »our i’énerﬂie potemiclle d‘iHIEIBCIiOD Vs
- 1: fad 12
correspondam al -

A 1.3, On considére mainienant une répartition continue stationnaire de masse d'extension spatiale finie.
Dans un certain repare d espace, d’onigine O, celte répartition est caracténisée en chaque point M
par une masse volumique p. (r}od r=OM. Onnotera P le domaine de Uespace a I’exiéricur
duquel w(r) s'annulie identiquement.

Exprimer le champ gravitationnel T (R) créé par cette répartition en un pont A de I'espace tel
que R = OA

A.1.4. Montrer que ce champ déuve d'un potenticl U (R) dont on donnera I'expression.

A.1.5. Le champ T(ﬁ) satisfait au théoreme de Gauss. Expnimer ce théoréme, sans le démontrer, sous
1a forme globale la plus générale possible.
Donner également I"équation locale. rehant T(R) et p(ﬁ'), qui équivaut au théoreme de Gauss.

A.1.6. Déduire des questions A.1.4. et A.1.5. T'¢quation générale {dite équation de Poisson) vérifide par
le potentiel U (R). Que devient cetie équation en un point A extérieur au domaine F?

. Planéte sphérique.

En premiére approximation, on peut considérer la Terre et les autres planétes du systeme solaire comme
sphériques.

On s'intéresse done ici  une répartition continue de masse a symétric sphérique, centrée sur un point O
choisi comme origine du repére. Cette répartition, de masse totale My, est caractérisée par la masse
volumique suivante :

p(=p(n) si T <Rp; w(r)=0 si r>R,, avecr= | ¥ | et R, rayon de la plangie sphérique P.

A 2.1. Pardes considérations de symétrie, déterminer la direction du champ gravitationnel I (R) en tout
point A de ’espace.

A.2.2. Déterminer expliciternent T (R) a I'extéricur de la sphére P. Donner expression du potentiel
U (R) correspondant.

A2.3. On suppose pour simplifier que p (1) estla fonction affine :

. .
(N = -(l -—1.
i) =y IR,
Relier p, 2 M, et R, et évaluer le champ gravitationnel T:(I{_') a I'intérieur de la planete. Donner
PPexpression du potentiel U(R} pour R = KR =< Ry

A2.4. Onpose T=]|T |. Représenter I'allure de U (R} et celle de ['(R) pour les questions A.2.2. et A2.3.



A3,

Champ gravitationnel d’une planéte non sphérique a grande distance.

On souhaite tenir compte de la nature non sphérigue de la planete P considérée. Dans ce qut suit, O étant,
comme précédemment, I'origine du repére considéré, un point M de la planéte tel que r = OM peut étre
repéré par ses coordonndes cartésiennes x, v et £ et la répartition p (1) considérée est supposée d’extension

spatiale finie. sa longueur caracténstique élant égale & Rp. Les moments d’inertie de P par rapport aux
axes Ox. Oy et Oz sont notés respectivement L, , I, et I,

On décide d'étudier le champ gravitationnel de la planéte en déterminant directement un potentiel
gravitationnel scalaire U dont il dérive pour des points suffisamment éloignés de celle-ci,

A.3.1. Soit un point A repéré par le rayon vecteur R = OA  avec R=|| R | >R, (fig. 1).

Figure 1

. ) [ . o1
Donner, en fonction de R, r et du produit scalaire R - r, une expression de la quantité —, en

négligeant les termes d'ordre supéricur & 2 par rapport a I'infiniment petit X

A.3.2. Dans ces conditions, on peut écrire :

U(ﬁ)Z—%(K,+%+%)

ot K,. K, et K; sont trois intégrales de volume étendues a I'ensemble de la planete P.

A3.2.1. Donner 'expression de K| en utilisant la masse volumique (r) et I'élément de
volume d-.

A.3.2.2. Montrer de méme gue K, peut s'écrire sous la forme du produit scalaire p-eg ol p

. o — R -
est un vecteur que lon définiraet ep = R Proposer un nom pour p.

Quelle est la valeur de K, dans le cas ou I'onigine O des coordonnées coincide avec le
centre de masse C de la plangte P?

A3.2.3. Donner 'expression de K; sous la forme d'une intégrale étendue a P faisant intervenir

le produit scalaire ¢y - 7 et r=|[r]|.

A3.3. Exprimer K, et K; en fonction de r et de I’angle 8 entre les vecteurs Retr ct de I'élément
différentiel p dv.
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A.3.4. Montrer que K, s’exprime aisément 2 "aide des moments d'inertie Lo, , I, et Ly, et de I'intégrale :

= [ (r?sin® 0) wdr.

it
Donner sans calcul la valeur de K en fonction de M, et Ry, lorsque la planéte est spherique.
Que dire de la contribution du terme contenant K, pour une planéte « presque sphérigue » 7

A.3.5. Sile terme contenant K| peut &tre qualifi¢ de terme monopolaire, quel nom donneriez-vous,
respectivemncent, 4 ceux qui contiennent K, et K, ?

A3.6. UR) dépend des coordonnées du point A et en particulier, des angles & et A qui permettent de

le repérer (fig. 2). Lorsque O coincide avec le centre de masse C de p, quel est le terme de U (R)
qui est susceptible de varter avec @ et h?

En général, pour un satellite, la condition R # 1 n’est pas vraiment réalisée ct la symétrie de révolution
n’est pas parfaite. Bien qu'ulilisées, les expressions préccdentes sont souvent remplacées par un potenticl

U {R) vérifiant I'équation de Poisson sous la forme d’une série de termes.

L’origine des coordonnées étant choisie au centre d'inertie de la Terre (fig. 2), on trouve que 'op peut
écrire, pour tout point M caractérisé par R, @ et A

Fieure 2

. {cos P}

UR)=- T

1+ > 1

! R"

GEI:IP { - m Z 2 1 Ccos [m (A=A, m)J }
= 1= 1

-

Dans cette expression, les différents coefficients I, I, , et A, de la série sont connus ; les notations P,
) _ . 3cos B -1
et P, , représentent deux familles de polyndémes ; par exemple Po= =

Pourquoi cette approche est-elle la mieux adaptée pour tenir compte de 'influence de la non-sphéricite
de la Terre sur le mouvement de ses satellites ?
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B.L

PARTIE B

ATMOSPHERE TERRESTRE

L atmosphere terrestre est un mélange gazeux composé principalement de diazote et de dioxygene | ce
mélange contient aussi d’autres gaz.

Le modele d’atmosphere le plus simple suppose que chaque espéce gazeusce peut étre considérée comme
un gaz partait & I equ11|b1&: thermodynanque i une tunpcraturn, T indépendante de I"alutude h. Ce gaz parfait,
en rotation a la méme vitesse angulaire que la Terre, n’est sounis, en premiere approximaltion, qu "3 Pattraction
terrestre (on néglizge donc les forces d’inerties dues au caractere non galiléen du référentie] terrestre) ; on rend
compte de 'attraction gravitationnelle en introdulsant le vecteur {7, accélération de la pesanteur dans le
référentiel terrestre, dm% en premiere approximation vers le ceutre de Ta Terre et en le supposant de norme
constante égale & g,

Dans e cadre de ce modéle. on suppose que la pression lotale pen un point donné A de I"atmosphére est
la somme des pressions partielles de ses différentes composantes gazeuses en ce point, calculées comme
st chaque composante gazeust ¢lait seule.

B.1.1

B.13.

B.1.5.

log p

peng/cm’ T

. Quelle propriété concernant les diflérentes composantes gazcuses est nécessalle pour que cetic

hypothése soit adoptée ?

- On s’intéresse a Uune quelcongue des compaosantes gazeuses de 1Tatmosphére, de masse molaire

M = N m, N étant le nombre d’ Avogadro.

Soit nh) fa concentration moléculaire volumigue de cette composante a I altitude h. On note p (h)

la pression partielle correspondante.

Ecrire 1"équation d'état des gaz parfaits reliant n(h) a p (h). On utilisera pour cela la constante de
R

Boltzman kg = —.

Deéduire de cette équation et de 1"équation locale de la statique des fluides 1"équation différentielle
vérifiée par n¢h).

Intégrer ce résultat et en déduire 'expression de n(h) en fonction de ny = n(hy), de la masse
moléculaire m.etde by, g4, kg et T.

Cette expression de n (h) fait intervenir une longueur caractéristique L qui dépend de la nature du
gaz parfait considéré. Donner 1'expression de cette longueur caracténstique et calculer sa valeur
pour le diazote (M, = 28 g} et le dihydrogéne (M, = 2,0 g) lorsque la température T est €gale a
12X P K, en prenant g = 8,4 m- s~ % {conditions correspondant a une altitude de 500 km).

Déduire de ce qui précede une propriété qualitative de la variation de la composition d’une
atmosphére obéissant 4 ce modele (en particulier isotherme) avec ["altitude.

| 1200 \-/ \

¢, en heures t, en heures
O i i 1 g""-..
4]
12 24 12 24

s
=
5
1.



B.1.7. Op s’intéresse a 'un des gaz du mélange atmosphérique. La figure 3 représente 1allure des relevés
expérimentaux de la variation de sa masse volumigue p en fonction du temps. pendant unc jourmde,
i une altitude donnée (500 km) et de la variation de la température T a cette méme allitude et
pendant la méme journee.

Peut-on rendre compte de ces observations, au moins qualitativement, en utilisant le modéle éudi€
jusqu’a présent. Comment 7

B.1.8. On peut corriger le modele précedent en prenant en compte la variation de 1'altraction letrestre en
fonction de I'altimde h mesurée par rapport a 1a surface de 1a Terre.

En utilisant pour cela les hypothéses de Ja queston A.2., et, plus particulicrement, Je résultat de la
question A.2.2., exprimer la valeur I' du champ gravitationnel terrestre en un point d’altitude h.en
fonction de h, de la valeur g, de ce méme champ i Ialtitude by, du rayon Ry de la Terre et de hy

B.1.9. On pose n{hy) = n, et I'(hy) = g;. Déduire de la question précédente 1'expression de la
concentration moléculaire volumique n (hy d’un gaz parfait du mélange atmosphérique isotherme
en fonction de b, g, by, g, Ry m ket T

Montrer qu’a partir de ce résultat, on peut retrouver celui de Ta question B.1.4. st h <€ (Ry + hy).

. On se propose d’étudier roaintenant un modele statique plus réaliste de I"atmosphére, di i Jacchiy, ot ni

température ni attraction terrestre ne sont a prior uniformes.

Ce modtle prend en compte T, la température de I"exosphere, tégion de I’atmosphere située a des
altitudes supérieures a 400 km, et Ty, la température & I"altitude Ny = 90 km, qui vaut approxXimativement
180 K.

Dans ces conditions, sclon Jacchia, & un instant donné, Uexpression de température de I’atmosphere, pour
des altitudes h supénieures a hy = 90 km, est :

T (1) = Topo — {Texo ~ Tay) €XP [ 5 (B = h)}, avec TenKetsen km ' tel que -

To — 800 2
750 + 1,722 X 107* (T,.,~ 800)* | |

s =0.0291 exp{ —%{

B.2.1. En admettant que la température de ]'exosphere peut varier entre 600 K et 2000 K, dans quel
intervalle la quantité 1/s vane-t-elle ?

B.2.2. En déduire que, au-dessus de 300 km, la température de I’ atmosphére est sensiblement uniforme.
Que vaut-elle?

Donner I"allure de T (h) pou T,,, = 2000 K.

B.2.3. On admet matntenant que, pour chaque constimant, on peut écrire la relation simple sutvante liant
n(h), T (h) et la norme du champ de gravitation terrestre -

1 -
_@_:_ M+_1-£(1+u) "a)
n dh k,T T dh

ol o est un facteur réel positif dépendant du gaz considéré.

n (h) ( T(h}

" T(ho)) _ exp [ F(h)

ol F (h) est une fonction de h dont on donnera une expression intégrale, faisant intervenir le champ
de température T (h).

Que devient I'équation (2) lorsque h est trés supérieur a hy 7
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B3

Propagation d’ondes électromagnétiques dans 'ionosphere.
Au-dessus d'une altitude d"environ 80 km. les gaz neutres évoqués précédemment sont partiellement
ionisés par le rayonnement solaire, créant amsi un plasma.
Afin d*¢étudier la propagation d’ondes ¢lectromagnétiques dans cette zone, on assimile I'ionosphere &
un plm.ma constitué d’ions positifs de charge e ¢t d'un fluide parfait d"¢lectrons de masse m, et de
charge —
La concentration locale électronique a I'instant t est notée n(t,r) et la vitesse moyenne locale des
électrons v (t, ). La valeur d"équilibre de n {1, 1, en l'absence de champ électromagnétique, est notée ny;
elle est supposée uniforme el constante.
Le fluide clmlromquu €St SOUMmIs & sa pression pit, ) qu vénfie I"éguation d’état :

pt.ry=w[n(t r)‘ T, r)] ol @ et I'entropic {moyenne) par électron dans le plasma,

Enfin, les électrons ne sont supposés interagir avec les ions que par Pintermédiaire dv charop
Slectromagnétique régnant dans le plasma et 1 écoulement du fluide électronique est supposé adiabatique.

B.3.1. Expliquer pourquoi on peut considérer. en premigre approximation. que les 1ons sont immobiles par
rapport aux électrons.
La concentration n{t. r) reste toujours proche de ng. Expliquer pourquoi on peut négliger I'action
du champ gravitationnel sur le mouvement local des électrons.

Ces simphifications seront adoptées dans toute la section B.3.

B.3.2. Exprimer, 4 chague ipstant ct pout tout point, fa charge electrique \olumlque (totale} p et le vecteur
densité de courant électrnique associé | en fonction de ng, n (1, et (L, 1).

B.3.3. Etablir I'équation de continuité traduisant la conservation locale de Ia charge électrique volumique.

B.3.4. Le fluide électronigue, soumis a sa pression et & I'action d’un champ €lectromagnéuque E (t, r),
B (1. v) satisfait par atlleurs a ’équation d'Euler -

v —_

& - —_
-t grad‘T FIOLV AV =—
o=

(E v /\g).

grad p -

dt n I, n i,

Donner la signification physique des di{férents termes de cetle équation.

B.3.5. Ecrire les équations de Maxwell (locales) vérifiées par le champ électromagnétique en considérant
que les électrons et ions du plasma sont dans le vide.

B.36. Vérifier qu'en I"absence de champ électromagnéuque (E =0; B=0)1 équilibre homogéne
caractéris€ en particulier par la concentration uniforme o, satisfait bien 2 I’ensemble des équations
écrites ci-dessus.

B.2.7. On linfarise les équations précédentes autour de la situation d’équilibre. On pose pour cela -
nto=n+n (Lr)s plLr)=py+Lp (L) vt =y, +Iv (L 1);

E(t,r}=E, + {E, (L. 1):ctc. (certaines grandeurs affectées de I'indice 0 peuvent étre nulles).

Dans ces expressions, { est un nombre rée] positif trés inféneur a Iunité tandis que les champs
affectés de V'indice | sont bornés.

. . - dr - . dT
Justifier la relation s p, (1) = {— (ng) } XA n,{t, 1) ot le coefficient {-—— {ng} } représente la valeur
dn dn

en n, de la dénvée partielle de la pression par rapport & la concentration volumique en €lectrons.

Denner alors le systeme d’équations obtenu en ne conservant que les termes dordre T par rapport
a { dans les equallonb générales écrites cn B.3.3., B.3.4. et B.3.5. Ces équations relient entre cux

fes champs n,(t. 7). v (L, r) E (t. 1) el B, (t r}



B3s.

B.3.5.

B.3.10.

B31lL

B.3.15.

On admet que le gaz d’électrons se comporte. pour les applications spatiales considérées. comme

un gaz parfait de concentration volumique nit, r) dont le rapport -y des capacités thermiques a
pression constanic ct 2 volume constant vaut 3.

. o ) e
Dans ces conditions. montrer que | — (1) } ="y LU ky T
an My

On cherche une solution au systéme obtenu en B.3.7. sous la forme :

o, {t. BE n,, exp l_i |1: - mtﬂ : _ET(I,?) :E: exp [i ﬂ: - u)t_:|

, etc.

Quelle est la nature de 1"onde correspondante ? Quelle est sa longueur d’onde?

Montrer que Lon a alors -
k-wvy, |
n, = - I
G w i )
— ieE, 3k T oy, K
Vig = e T (2)
m, w m, I w
- = 1¢ o
1\ E] m &J}
o 0
gy

o
w
Il
)
C

:m.B,“ (5}

EAEE:——EEl:_J+ienn P ¥, (0)

En déduire que I'amplitude vectorietle B, du champ €lectnique vérifie "équation :

sy s e 3k T =T
(0" =@~ K VE + c-_~nf ik -E k=0

- a - . 4 -3
Exprimer w, en fonction de ng, e, m, e1 & Caleuler @, pourny =107 cm ™"

. En déduire, pour lcs ondes transverses ou le champ électngue est perpendiculaire au vectear k,

la relation de dispersion liant w & ce vecteur,

. Quel domaine de fréquences {correspondant @ @ > w, 0U d w < ) doit-on utiliser pour les

communications par ondes transverses entre un satcllite et la Terre ? Que se passe-t-it s1 ’on émet
une onde n’appartenant pas a ce domaine de fréquences ?

4. Soit une onde transverse de fréquence 400 MHz se propageant dans 'ionosphére pour laquelle on

prend n, = 1,0 X 10° em ™.

En utilisant la relation de dispersion établic en B.3.12.. justificr qu'il ait €t¢ raisonnable de
considérer n, comme uniforme dans I"étude qui précede.

L équation trouvée au B.3.11. admet aussi des solutions Tongitudinales pour lesquelles E etk sont
paralleles.

Quelle est la relation de dispersion pour ces ondes ?

Peut-on envisager des communications entre un satellite ou une fusée (navette) et la Terre fondées
sur ce type d'ondes 7 Justifier votre réponsce.
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PARTIE C

MOUVEMENT D’UN SATELLITE
SOUS L INFLUENCE DU CHAMP DE GRAVITATION TERRESTRE

En premigre approximation. on considére comme isolé le systéme constitué par la Terre, supposée de

symétrie sphérique et le satellite de centre d’inertic S. en orbite autour de celle-ci.

C.IL.

C.2

0
L8]

C.4.

C.5.

Discuter les limites de cette approximation. Peut-on fixer une durée caractéristique au-dela de laquelle
elle n’est plus acceptable ?

On repere les positions respectives du centre T de la Terre et de S dans un référentiel inertiel R d’ori-
gine O, par les vecteurs ﬁ: CLE: et 'on assimile donc les deux mobiles 2 des poiuts matériels T et S,
La masse de la Terre et celle du satellite sont notées, respectivement, my et My.

Onmoter = I_Q: - _EMR'T- le vecteur donnant la position relative de $ par rapport a T et, I étant le centre
d’inertie du systeme Terre—satellite, on pose R =0l

C.2.1. Ftablir les équations différentielles vectorielles du mouvement de la Terre et du satellite.

C.2.2. Montrer que ces deux cquations couplées sont équivalentes a deux autres équations découplées qui
fixent Ies évolutions respectives de R et der.

2.3, Intéerer I’équation différentielle du mouvement de R et interpréter le résultat.

2.4, Quelle cst la nature du référentiel R de centre 1 dont les axes sont paralleles 4 ceux de K?
Montrer que dans R', 1a quantité de mouvement du point matériel S est égale a celle d'un point
matériel fictif §” de vecteur position 1S =TS =T et de masse que I’on définira.

C’est ce point matériel fictif que 1'on considérera désormais : montrer qu'il est soumis & une
force centrale F que I’on caractérisera.

—-

dr - . T -
C.3.1. On pose m = v_ En utilisant le moment cinétique L. =t A v, montrer que le mouvement
t e

relatif décrit par le vecteur position r est plan.

Compte tenu de ce résultat, on intreduit des coordonnées polaires (r, §) daas le plan auquel
appartient r, de manitre a suivre plus aisément 1'étude du mouvement relatif de S par rapport
aT.

C.3.2. Ecrire les équations différenticlics vérifides par r = l r ] et 8.

s
12
i

. o db
. Montrer que la quantité o reste constante au cours du mouvement. On notera C cette
t
constante. Interpréter physiquement cette relation mathématique.

En utilisant le résultat de la question C.3.3., montrer que 1 {t) vérifie une équation différentielle du second
ordre qui, aprés intégration. se ramene 4 une équation différentielle du premier ordre dont on donnera la
signification énergétique. A cet effet. on notera E, I'énergie mécanigue totale du point matériel S' dans le
référentiel R°.

: foodre? . .. . N
C.5.1. Lorsque la dérivée temporelle {r = a) de r est sirictement positive, on peut expnimer la diffé-

renticile dt sous la forme dt = 1(r) dr. Déterminer la fonction I{r) en utilisant la censtante C et
I"énergie mécanique E,.

Exprimer 1 (r) lorsque cette dénivée est strictement négative ¢t commenter le cas ou r=0.



C.6.

C

C.5.2. On se limite désormais au cas ou t > 0. En utilisant les résultats établis aux questions C.3.3. et
C.5.1., montrer que I’on peut écnre :

dft =I(r) dr

olt J(r} est une fonction de r que ’on explicitera.

K C
C.5.3. Afin d’établir I'éguation de la trajectoire de 5", onpose K=Gm, my et z= < lahd

r
Montrer que I'équation différentielle df =J(r} dr permet d"écrire :

9_90=J _dz

A At

Voo -z
Exprimer « en fonction de ., C, K et E,.
Exprimer (8 — 6;,) en fonction de z et de & et montrer qu’en choisissant convenablement Uorigine des
angles 8, 'expression obtenue peut étre mise sous la forme classique :

P
1l +ccos

Donner I'expression du paramétre p et celle de excentricité e de la trajectoire en fonction de ., C, K
et By

Montrer que le caraciére borné ou non borné de la trajectoire obtenue avec le modele simple d'interaction
gravitationelle utilisé ne dépend que de 1'énergie mécanique E, du satellite.
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